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Exercise 1.5.5. (For smart students)

Investigate the size (the number of instances of atomic formulas) of the proof [L;, L,, MP]: A,
A, ..., Ay, |- B=>C as a function g(m) of the size m of the proof [L,, L,, MP]: A, A, ..., A, B |- C.

Uzdevuma prasitais parveidojums starp diviem pieradijumiem ir dedukcijas teorémas
pielietoSana. Lai saskaititu atomaro formulu skaita atkaribu Sajos pieradijumos, izmantosim
dedukcijas teorémas pieradijumu (Sergejs Kozlovics, 2004.g.)

Pieradijuma butiba ir, lai katrai formulai F pieradijuma [L,, L,, MP]: Ay, A,, ..., Ay, B|-C
eksistetu formula B->F pieradijuma [L,, L., MP]: A, A,, ..., A,, |- B->C. Lidz ar to beigas nonaksim
pie formulas B->C, formulas C vieta, kas arT ir dedukcijas teorémas merkis.

Saskana ar Kozlovica pieradijumu katra formula F var bt:

1. aksioma L;vai kada no hipotézeém A,. Tatad ta ir vienmér patiesa. Tada gadijuma, lai noklitu
pie formulas B->F, varam rakstit tris formulas:
F
F->(B->F)
B->F
2. hipoteze B. Tada gadijuma, lai iegiitu formulu B->B, rakstam $adas formulas:
B->(C->B)
(B->((C->B)->B))->((B->(C->B))->(B->B))
B->((C->B)->B)
(B->(C->B))->(B->B)
B->B
3. ir ieglta no augstak esoSajam formulam F;->F un F; ar MP palidzibu. Tas nozimée, ka
pieradijuma [L,, L,, MP]: A,, Ao, ..., A,, |- B->C jau ir formulas B->(F;->F) un B->F;, un
varam pievienot Sts formulas, lai iegtitu B->F:
(B->(Fi>F))->((B->E)->(B->F))
(B->F))->(B->F)
B->F

Ja pieradijuma [L;, L,, MP]: Ay, A,, ..., A,, B |- C ir x atomaras formulas (katra saliktaja
formula Sf, Sfj, Sb atomaro formulu attiecigi), tad pieradijuma [L,, L,, MP]: Ay, Ao, ..., Ay, |- B->C
varam saskaitit Sadas atomaras formulas.

1. gadijuma atomaru formulu skaits, kas tiks pievienotas pieradijumam, biis St*4+Sb*2;

2. gadijuma — Sb*18+5;

3. gadijuma — Sb*6+S{j*3+Sf*4.

Nav zinams, cik pieradijuma bus 1. un cik 3. gadijumi, tacu zinams, ka 2. gadijums nebiis
vairak par vienu reizi. TreSais gadijums ir “sliktaks” (satur vairak atomaro formulu) par pirmo, lidz
ar to, ja pienem, ka formula B ir atomara, kopsumma g(m)<=(m-1)*7+6+23=7m+22.

Ja formula B nav atomara un n ir atomaro formulu skaits formula B, tad
g(m,n)<=(m-1)*7+6*n+18*n+5=7Tm+24n-2.



